Schnittwinkel

Einleitung:

In den vorherigen Themen hatten wir das Skalarprodukt benutzt, um einen Winkel zu
berechnen. Umgeformt, ergibt dies die Schnittwinkelformel.
Definition:

Schneiden sich zwei Geraden, Ebenen oder eine Gerade und eine Ebene entstehen vier
Winkel. Zwei der Grofe a und zwei 180-a. Unter Schnittwinkel versteht man die Winkel, die

< 90° sind.

Um die Schnittwinkel zu berechnen, benutzen wir die Richtungsvektoren der Geraden bzw.
die Normalenvektoren der Ebenen.

Formeln zu den Schnittwinkeln:
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1. Gerade — Gerade, bzw. zweier Vektorn: Co‘sfél -
_|GH

2. *Gerade — Ebene: SiD&

Iq-|A
3. *2Epene — Ebene: ca3 %I ol

: : -3

*Zu 2.:

Ist die Gerade (g) nicht orthognal zur Ebene (E), dann gibt es eine Ebene (F), die orthognal zu
E ist und in der g liegt. Die Gerade g ist somit ein Richtungsvektor von F. Nun gibt es eine
Schnittgerade (s) der beiden Ebenen. Wir berechnen den Schnittwinkel zwischen g und der
Schnittgeraden s. Dieser Winkel ist aber nicht der eigentlich gesuchte Schnittwinkel. Dieser
waére der Winkel zwischen dem NV von E und dem RV von g — cos(90°-a) oder aber auch
sin(a).

*27u3.:
Man kann die Normalenvektoren benutzen, da der Winkel zwischen den NV genau der
gleiche ist, wie zwischen den Ebenen, also zwischen den RV.



11. Schnittwinkel

Ubungsaufgaben:

Schnittwinkel von zwei Vektoren in R?

uv

COS =
= Tl 1l

Diese Formel kann umgeformt werden, so dass wir den Winkel ¢ errechnen kdnnen.

[e]
g0=cos‘1< il )
lul - [v]

Gegeben haben wir zum Beispiel die beiden Vektoren 1 = (é) und v = (g)

1. Nun berechnen wir als erstes das Skalarprodukt aus den beiden Vektoren.

u°v=1-34+5-7=3+35=38
2. Der Betrag eines Vektors bedeutet, dass die Lange eines Vektors errechnet wird.
Dazu wird der Satz des Pythagoras verwendet.

|| = V12 + 52 =426
3] = /32472 = /58

3. Die Werte werden nun eingesetzt in die Schnittwinkelformel.

38
= cos~ ! <—> ~ 11,89°
¢ V26 -v58



Schnittwinkel von zwei Vektoren in R3

Wenn sich zwei Geraden im dreidimensionalen reellen Raum schneiden, dann bildet sich
zwischen diesen ein Schnittwinkel. Auch hier ist es auch méglich bei den VVektoren den Winkel
Zu bestimmen.

Dafur wird die folgende Formel zur Berechnung des Schnittwinkels der VVektoren verwendet.
u’v

COoS =
= Tl

Diese Formel kann umgeformt werden, so dass wir den Winkel ¢ errechnen kdnnen.

[e]
<p=cos‘1< il )
lul - [v]

2 -1
Gegeben haben wir zum Beispiel die beiden Vektoren 1 = (2) und v = (—1).

1 1
1. Nun berechnen wir als erstes das Skalarprodukt aus den beiden Vektoren.

i°v=2-(-D+2-(-D+1-1=-2-2+1=-3
2. Der Betrag eines Vektors bedeutet, dass die Lange eines Vektors errechnet wird.
Dazu wird der Satz des Pythagoras verwendet.

il = V22 + 22+ 12=1/9 =3
7] = V(-1?+ (-1)?+ 1= 3

3. Die Werte werden nun eingesetzt in die Schnittwinkelformel.

— -1( =3\ _ -1 _ 1 _ o
@ = cos (3\/§) = CoS 5o 125,26
Weitere Aufgaben:
7D T
1. Gerade — Gerade: = E S&H>hss—
o 3 s
1 1
2. Gerade — Ebene: X=|4|+r| 2| g 55— 3¢—=
9 1
3. Ebene — Ebene: E315s=€ EZ2x3-33

1. Gerade — Gerade

Schnittpunkt herausfinden (Gleichsetzen)



1 1 2 1
1|+r|0=2]|+s|-1
0 3 3 3

1+r=2+s

1 =2-s=>5=1
3Ir=3+3s

s=1 einsetzen, dann bekommt man r=2 heraus. Nun eine von beiden einsetzen. Dann
bekommt man den Schnittpunkt (3|1|6).
Als néchstes alles in die gegebene Formel einsetzen

|G-V |
|G|V

[1-1+0-(-1) +3-3|
V12 +02+32.4/12-124 32

cos(a) =

cos(a) =

cos(a) =

10 10 033
V10411 V110
cos(0,33) ~ 70,73°

2. Gerade — Ebene

|d-n
|G- |Al
|1:3+2-5+1- (-2)|
VR+2412. (P52

. 11 11
sing) = ———-073
J6-438 228

asinQ73~4190

sing) =

sing) =

3. Ebene — Ebene

cos@=In el
IRy
_ 13245 RF+0- S|
cos® V2B 222
|-9| 9
COO= 32125 V748 °
aco33~7Q079

Berechne!
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. Skalarprodukt berechnen:
1\ N1
al°a2=| 4 |°|1

3 5
al°aZ=(1)14+4-1+3-5=18
Betrag beider Vektoren berechnen:
laT|=/(—1)2+4% + 32= 26

|aZ|= V12+1% + 5= 27

= 18
. 0=arccos (==7=)
a = arccos(0.679) = 47,23°



